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� �!���� ������� �!���!����!8���  !�!�� �����! �������!
��� �!������! ��!�����( ,���"�� �! ���-���� �!�����-�%
��� � ����������� ��������� ������!���� � ���������
������( ������( �*�!�����(%��!������ �!.! "�) 9 �� �!%
�����)�� � �����!�� ����� �!��*� ���! /�����!�)��+  !�!� �
��������� ����!�� �+ �.����

� �!�)�(.� ����� �����) ��!�)�� ����8:� ��� �!����;
Rn 5 n%���� �������� ������!������
x < =x�� � � � � xn>T 5 �����%�����"� /���� =����!> ������!����!
Rn�
?x� y@ < fz j z < =&� t>x A ty� 
 � t � &g 9 ��� �� � ���"����
����!�� x � y�
hx� yi < Pn

j�� xjyj 9 ��!����� ���� ���� ������� x � yB ���

*� ��� �!���� �����) ���� �!�-  !���) xTy�
jjxjj < =hx� xi>��� 9 ����! �����! x�
�=x� y> < jjx� yjj 9 �������� �!������� �-�� ����!�� x � y�
�=x� �> < fy j �=x� y> � �g 9 �������( .!� �!����! � � "�����
� ���� x� �%���������) ����� x�

C����� T ��������� ��� ��� �!���� ���!"�� ��!������%
���!���� �!���� � �����%�����"!�� � �!�)�(.� �!�- ��%
���) �8��� � �����%������� ��� � �!-��� ����! �!��*� �����)%
 ��!��� ����!��� ������

����) X � Rn � x � Rn� D���! x �! ��!��� ������
�����	
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� ���-���! X � ��� ��� �8��*� � � 
 ���-����
X��=x� �> ������� ���-����X ��+ ���� ������������ �! �%
�!���  !���!��� ���-���! X � D���! x �! ��!��� ��������

�� �����( ���-���! X � ��� �8�!� �%���������) /��( �����
����-�� �������� ���*� ���� ���-���! X � D���! x �! �%
�!��� �
����

�� �����( ���-���! X � ��� �!(���� � � 
�
��� ������*� B=x� �> � X � E� intX ��� �!�!��� ���-����
��+ ��������+ ���� ���-���! X � �! ��!�� �
����
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	��� ���-���! X � ���-���� X n intX ������� ���-�����
��+ *�!�����+ ���� ���-���! X �
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���-���� X �! ��!��� ��������� ��� ��� �8��+ ���+
���� x� y � X ��� �� ?x� y@ ����-���� �X � ������ �8��*�
����! �������+ ���-��� ������� �������� ���-������

������ �������+ ���-���� � �������� �!� ������� ���)
��� � �!�)�(.�;
��������	��	�� ; fx j ha� xi < 	g� *� a � Rn� 	 � RB
�������	���
	��� �����

��� ; fx j ha� xi � 	gB

�����������
�� ����
� ; Rn

� < fx j xj � 
� j < &� � � � � ngB
��
��
�� �
������

�� �
���	���; fx j Ax � bg� *� A 5 =m�n>%
�!���"!� b � Rm� ��!������ �-�� �����!�� �!���!����!���
������������� ��� x � y /����!����� x� y � Rn
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�������( ������!"�( ���� x�� � � � � xk �! ��!��� �8�!� ��%

�(�!� ������!"�� ���!
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� A 
�x

� A � � �A 
kx
k�

*� 
� A � � �A 
k < &� 
i � 
� i < &� � � � � k�
�������( ��������( ���-���! X � ��� �!�!��( coX � �! �%

�!��� ���-���� ���� ��-��+ �������+ ������!"�( ���� � 
X � ������� ���! !�)� ��� coX ������� �����!�)��� =�� ���8�%
��8> �������� ���-������ ����-!:�� X � � ����! ������%
����+ ������!���� ��� ��8 ���) �*�!�

����� ��� =�!�!������>� �	�� X � Rn� �� ���� �����
� coX ����	������ � ���� �������� �����
���� 
� ����� ���
=nA &>�� ����� �
���	��� X!

��	�
��������� ����) y < 
�x
� A � � �A 
kx

k� *� xi � X� 
i �

� i < &� � � � � k� 
� A � � � A 
k < &� � k � n A &� ���!-�� ���
����� y ��-�� �����!���) � ��� �������( ������!"�� ��)%
.*� ����! ���� xi� G�� /��*� �!�������� ��(���� �������
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�
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&

�
� Rn�� j i < &� � � � � kg� ������)�� ����� ������� � ��(%

��� ���). �� �+ �! ������)� �� �����! ������� ���(��
 !������(� C����!��)��� ��:����8� ����! �i� � �� �!���
���8� �!��� ���
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� ��� �8���  �!���� �!�!���! t �����!���) ����� y � ���
���(��( ������!"�� y <

Pk
i��=
i A t�i>xi� � ���� ����-���)%

����� 
i ��� ����!����� �!��+  �!����+ t �!-��( ��/,,�"�%
�� 
i A t�i �����"!��� � ��� �8��� t ��� ���� �!������Pk

i��=
i A t�i> < &� ������)�� ���� ���� �i ��) � �!��� ��%
�8� �� ��-�� ����!�) �!��  �!��� t� ��� �������� �� ��!(�(
��� ���� � ��/,,�"����� � �!���!����!��� �����!�����
��!�� �!���� ���8� ! ���!�)�� ���!����� �����"!��)��%
��� D� �!��� ���� ������� �����!���� y � ��� �������(
������!"�� � �����) ��!��� ��).*� ����! ����� I��8�!� �
�!�������� ������ ��� ��:����� ������!� ������!"��� ���%
��!���8:!� ����� y� � ������( ����� ��!*!��+ � �����+����
nA &� 1��! ���! !�!�

������� �����) ��!��� �!���( ���� ��-� ���-��) ���!%
 !��)���� ���������*� ��- ����-�����

����� ��� �	�� X � Rn " �������
�� �
���	���� �� coX
" ����� �������
�� �
���	���!

��	�
��������� ����) J < f
 � Rn�� j Pn��
i�� 
i < &� 
i �


� i < &� � � � � n A &g� 0!�������� �������� �����!-�� K ;
J�Xn�� 	 Rn�  !�!��� �!�������

K=
� x�� � � � � xn��> < 
�x
� A � � �A 
n��x

n���

�� ��� �!�!������ K=J�Xn��> < coX � C����!��)��� ����%
��) ���! �� ����!����*� ���-���! ��� ��������� �����!-%
���� ���-���� coX ���-�� ���) ����!������

#���
�� ������ �������*� ���-���! X �! ��!��� ����!
x � X � �����!� � ��-� ���) �����!���! � ���; x < &�	=x�A
x�>� *� x�� x� � X � x� 
< x��

2���"��  ; Rn 	 R� �! ��!��� ��������� ��� ��� �8��+
���+ ���� x�� x� � Rn � 
 � ?
� &@

=
x� A =&� 
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G�� �������( ,���"��  � �8��*� �(������)��*� ����! d ���%
-���� fx j =x> � dg� �!� ������� �����)��� ������� ������%
���

���  ������ ������ ���� �����!���  !�!�! �����! ������%
�! =��� �!������!>  !�!���( ,���"�� f=x> �! �������� ���-%
��� Q� ��� /��� ����� �����) ���� ��!��!� ,���!  !����
����*� � �����;

min
x�Q

f=x>B

f=x>	 min� x � QB

minff=x> j x � Qg�
� �!�)�(.� �� ���� �!���!����!�) �����:������  !%

�!�� ������ !"��� ��� � ����� ���  !�!�! �����! �!������!
,���"�� f �����!�)��� ���! �� �������� �  !�!� ������ !%
"�� ,���"�� g < �f �

L!�!�( ����������	���� �������������
� ������� �! �%
�!�)  !�!�� ������ !"��� � ������( ���-���� Q ������� ���%
���-����� ������!����! Rn � ��������� ������( ������(
������( 5 ��!����� ���! i=x> � 
� i < &� � � � � m� *� i=x> 9  !%
�!��� ,���"��� ��� /��� ,���"�� f �! ��!��� ������� ��
��
����� ! ������� i=x> � 
 �! ��!8��� �*�!��������  !�!��� $��
��	����� ��%�
���  !�!�� �! ��!8� �8��( ����� x� �����%
�����8:�( ��� �*�!�������� ��� �8��( /���� ���-���!
Q < fx j i=x> � 
� i < &� � � � � mg� &�������
�� ��%�
���  !�!��
=������ !"��> �! ��!8� ��������� �.��� ������ ���8:
f=x> �! ���-��� ��+ ���������+ �.��(�

D���! x� � Q ��) ���!�)��( ������� =�������>  !�!���
��� ��:����� �!�!� �%���������) B=x�� �>� ��� ,���"�� f=x>
�����*!� �������! �! ���-��� Q � B=x�� �> � ���� x��

C���  !�!� �!��!������*� ���*�!������!��� �!-�� �%
���  !���!8�  !�!�� ��������� �������������
�� � ������+
"��!� ,���"�� f � �� ,���"�� i =! �����!��)��� � ���%
-���� ���������+ �.��( Q> ����8��� ���������� L!�!��

M



/��*� ��!��! ���!�!8� �� ��� ��� ���(������ ��� �8��( ��%
�!�)��( ������� ������� *���!�)���� ��� �����!�)��� �%
.���  !�!��� G��*�( � �� �!-��( ��!��  !�!� =�����!��
��.���������*� ��!��!> ����!���8�  !�!�� ��
��
��� ��������
������
�� � �������+ �� ,���"�� f � i ����8��� ���(�����
�!� ��� ���-���� ���������+ �.��( Q ��! ��!��� ������%
�� ���(��� ���*�*�!���� ���-������
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����� �� �������� ��������������

L!�!�! ���(��*� ���*�!������!��� =1�>� �!� �- ���� � 
��! !���*� ��.� ������� � �!+�-���� �������! =��� �!���%
���!> ���(��( ,���"�� ��� ���(��+ �*�!������+� &�'�
�����  !�!�� ��� ���;

�!(�� min cx ��� �������+

aix � bi � 
� i � I��

aix � bi < 
� i � I��

xj � 
� j � J��

*� I��I� < f&� � � � � mg� I��I� < �� J� � f&� � � � � ng� x < =x�� � � � � xn>T �
c < =c�� � � � � cn>� ai < =ai�� � � � � ain>� i < &� � � � � m� L��) � �!� �!�
����� ����!�) c � ai �����%�����!��� ! x � b < =b�� � � � � bm>T 9
�����%�����"!���

�!���� � ��:( ,����( .����� �����) �8��� �!�- ��
��

���	�� � 	��
����
� ,����� �!� � �!��������(� �!� � �
��!��!����( ,��� J� < f&� � � � � ng� ��� �� ������ � �8���
���������� �.���  !�!�� ���-�� ������!�) �����"!��)%
��  �!���� =�!�� ������ ������� �! ��!�) 
��������
����
���� � ������ �� �!� �! ��!��+ 	�����
�( ������+�
�! ���!��)  �!���( ������+ ������� �*�!����� � �!��!��%
�!���>� I����� - �-�� /���� ,���!�� ������� � ���� ��� �
����� ����! I� < �� ! � ���*�� 9 I� < ��

L!�!�! 1� � �!��������( ,���;

w < cx	 min =	�&>

Ax < b =	�	>

x � 
� =	�F>

L!�!�! 1� � ��!��!����( ,���;

w < cx	 min

N



Ax � b

x � 
�

� ����+ ����!�+ A ��) �!���"! �! ������� m�n� i%� �����!
������( ����!�!� � ������� ai�

L!�!�! 1� � ��:( ,��� �������� =� ��������� �����>
�  !�!� 1� � �!��������( =��!��!����(> ,���� ��� /��� ��%
���!��� ��:�����!�� ��:*� ������! ��������� �� ��+����(
 !�!� =� ��:( ,���> ����(  !�!�� 1� =� ��-��( �!� ,��%
�>� �8�� �����!�)�� �.�� ������( 4�*��4�����! ���� �
�����!�)�� �.�� ��+����(  !�!�� � �!������� =2!��������
��� ) �-�� /����  !�!�!�� ��! ��!��� : ��� ����(>� D�
�!��� �� �����!� �� ��-����)� � ���� ��:������  !���!�)��
� �����  !�!� 1�� �����!�����+ ���� � �!��������(� ����
� ��!��!����( ,���� ����� /��*� �!.� �!�)�(.� �!����%
�����  !�!� 1� ����� �����:��� *�!���� ���! ���  !�!�!� �
�!��������( ,����

��� ��
����� �������

0!���!����!�  !�!�� =	�&>%=	�F>� ���� =������> ������!%
*!�)� ��� �!���"! A ��� �!�* m� ��� � A ����� �!��� � m
���(�� � !������+ �����"��� � /��� ����! m � n � �����!
���(��+ ��!����( =	�	> ������� ��������( � �� �������(�

18��( �!���A����� � � � � A��m� � m ���(�� � !������+ �����%
"�� �!���"� A ���� �! ��!�) �� �	��� �!�- �!� � �!���"�
B < ?A����� � � � � A��m�@� ����!�����8 � /��+ �����"��� I����%
��� =m�m>%�!���"!B ������� �����-����( �� �����!��)���
��� ���!���8 �!���"� B���

����) S < f�=&>� � � � � �=m>g� S� < f&� � � � � ng n S�

����!�����( �����"�� �!���"� A ��-�� ������� � ����
A < ?B�N @� *� N 5 ����!���"!� ����!����!� � �����"��Aj � j �
S�� ��!��*����� ���! �� ��-�� ��������) � ������� x � ����%

���) �����!���� x <
�
xB
xN

�
� *� xB < =x����� � � � � x��m�>

T � ! xN

O



���! ��!� ��������!�� xj � j � S�� ������ xj � ����8:�%
�� ��������!�� �����! xB =������������ xN> �! ��!8���
�� �	
��� =������������ 
��� �	
���>�

D��) �����! =	�	> ��-� ���) �����!���! � ���

BxB ANxN < b�

�����) �� �����-������) �!���"� B� ��-�� ��(�� � ����%
�

xB A B��NxN < B��b� =	�	�>

�����!� /����!����! ��+����( ����� =	�	>� P��� ����-��)

xN < 
� �� ������� �.�� ������ x <
�
xB
xN

�
<
�
B��b
�

�
��%

������ �!��� �������� �.�� �! ��!8� �� �	
��� �.��%
� =����������8:�� �! ��� B>� Q ��������)�� � ������� ��%
������ �! ���� �.�� ��-� ���) ������� �!� �.���
���!�!8: ����8:�� +!�!������������ ���(�����;

x " �� �	
�� ��%�
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Aj < =a�j � � � � � amj>

T 9 j%( �����" �!���"� A�
I� � I� < f&� � � � � mg� I� � I� < �B J� � J� < f&� � � � � ng� J� � J� < ��

�!-��( ����( ����.��� ���(��������� ������� ����%
����� ���!-!8:!��� � ���� ���  !�!�!� ���(�����!� � ���(%
������(  !�!� 1�� ����!�!� � �����(  !�!�( 1�� � �!���
���  !��.� ���(������8  !�!�� � ���

min
mX
i��

=�bi>ui

=�AT
j >u

T � �cj � j � J��

=�AT
j >u

T < �cj � j � J��

ui � 
� i � I��

ui � ������ i � I�

	O



�� �!���!����!�  �!� �����8� ������) ���� ���������� ��%
. ��!���!�� � �,��������� ���(������8 � �(  !�!��;

max
nX

j��

=�cj>xj

xj � 
� j � J��

xj � ������ j � J��

xT =�aTi > � �bi� i � I��

xT =�aTi > < �bi� i � I��

������� ����)� ��� �������!�  !�!�! ����!�!� � ��+��%
��( �����(  !�!�(� D!��� ���! ��� ��-�� ����!�)� ��� ��  !%
�!�� 1� �! ���!8��� �! �!�� � !���� ���(������+  !�!�� � 
������+� �� ����!����� �!-��+ ���(��� � !���� ���(������+
 !�!� ������ ����8:��

�������� ��� �	�� x � u 4 ����	����� ��%�
� 	�������
	���

� ����� � ����	���

��  ������ �� w=x> � z=u>!

� �!����� ����!� ��*�! ����!�  !�!�! �!�! � �!��������(
,���� �������� ��. ��!������ �����) ��!���) ,!����%
��� ��� �������� ���(������(  !�!��� � ��:� ����! ���
�!�- �*�� ���������;

w=x> < cx �
nX

j��

=uAj>xj <
mX
i��

ui=aix> � ub < z=u>�

�������� ��� �	�� x � u " ����	����� ��%�
� 	�������
	���

� ����� � ����	���

��  ����� � w=x> < z=u>� �� x � u
4 ��������
�� ��%�
� 	������	����'�(  ����!

��	�
��������� ����) x 5 ���� ���)�� ��������� �.��
�����(  !�!��� D�*�!� ������!� C��(���� 	�&� ��� w=x> �

F




z=u> < w=x>� ��� � � �!�!� �����!�)����) x� ��!��*�����
���! �� ���!�!����!��� �����!�)����) u�

2���!���!�)��( +!�!��� ��8� �� �!���!����!�� ��%
- ����� ���(����������

 ������ ��� �.���� ������� ����	���

�	��!� .��� �
����	���

� � 
��  ����� ���� ��
������

� �� ��%���� ����
��
������

� 
��� ��%���! .�� 3��� � ������ 	����� �����
����
��  
���
� ������( ��
���� 3��(  ���� 	��������� � ��
������ 	������ �� ����
�� ����� ��
� �  ���� 
��� ��%��� �
	��� 
�	����	�
�	�� �� ����
���
��!

��	�
��������� Q ��*!������ ��:����� ��-�� ����!�)�
��� ����!�  !�!�! �����!���! � �!��������( ,��� =	�&>5=	�F>�
! ���(�����!� � �( ��� ��� =G>� ����)  !�!�! =	�&>5=	�F> �! %
�.��! � B 5  ����� � ���(������ ���������( �! ��� ��:%
�����!�� ������*� *!�!�������� #���-���� '� C�*�!���
�������8 �����( � ���(������( ������������ ��8� ����
��!�����! B��b � 
 � cN � cBB

��N � 
� ���� � /��+ ��!%
������ �!� � ������ ������)����� � ���� ��� �! ���� �.%
�� x � ��������!�� xB < B��b� xN < 
 ������� ����������
�.���  !�!�� =	�&>5=	�F>� � �����*� ��!�����! ������ ���
����� u < cBB

�� ������� ���������� �.��� ���(������(
 !�!�� =G>� ������)�� uB < cB� cN � uN � 
 �� �����!��)���
uA � c�

G�� ��! !���+ ���������+ �.��( x � u ������������
�����( � ���(������(  !�!�� ��8� ���� �!�����!

w=x> < cBxB < cBB
��b < ub < z=u>�

��� ��*�!��� C��(���� 	�	 � �!�!� �����!�)����) /��+ �.%
��(� D!��� ���! ��� �������-�� �! �.�����) �����(  !�!���
�� ���! !�� �! �.�����) ���(������( � �(  !�!�� � ����!�%
�� �����!�)��+  �!���( "���+ ,���"�( /��+  !�!�� � ����
������������� ����!"�� � �! �.������ ���(������(  !�!%

F&



�� !�!��*����� ���! �� ����� �! �.�����) �����(  !�!�� �
����!��� �����!�)��+  �!���( "���+ ,���"�(�

G��  !��.��� ���! !��)���! ����� ���!��� ��.) ��%
�! !�)� ���  !�!�� �! �.���� ��� �+ �*�!������ ���������
������ �*�� ����� � C��(���! 	�& � ������� �! �.���%
���  !�!�� 1�� � �!��� ��� ����) u 9 ������� ���������
�.�� ���(������(  !�!�� =G>� D�*�! �� C��(���� 	�& ��� �8%
��*� ���������*� �.��� x  !�!�� =	�&>5=	�F> ��� ���� ��!%
������ w=x> � z=u>� ��� "��!� ,���"�� �����(  !�!�� �*�!%
����! ��� � �! =�������> ���-��� ���������+ �.��(� ���
��*�!��� D��� 	�& ���� �! �.�����)  !�!�� =	�&>5=	�F>� � 
/��*� �!� ����� �! �.�����) � ���(������(  !�!��� D�%
��! ���! !�!�

� ,���������� ����8:( ����� �� ������!*!�� ���
����!� � ���(�����!�  !�!��  !�!�� � ��:( ,����

 ������ ��! �+���� ������� ����	���

�	�� ��� ������� �
�����
�'�� 
���	���	���! $���	����� ��%�
� x � u 	����
���	���

� ����� � ����	���

��  ����� ��������
� �����
� ������ ������ �����

ui=aix� bi> < 
 �� �	�( i� =	�O>

=cj � uAj>xj < 
 �� �	�( j� =	�&
>

��	�
��������� ���� ��� �!���� �i < ui=aix � bi>� �j <

=cj � uAj>xj �  !����� ��� � ������������ �.��( x � u ��%
��� ��!������ �i � 
 ��� ��+ i � �j � 
 ��� ��+ j� I��8�! �
���8 ����) ������ ��� �!������X

i

�i A
X
j

�j < 


��� ����� ��� � ���)�� ��� �������8��� �!�����! =	�O> �
=	�&
>� C ���*�( �������� cx�ub < 
 � ��� � ���)�� � ��� ����!�

F	



��� x � u 5 �����!�)�� �.���  !�!�� �!���"� �����  !%
��.��) ���! !��)����� � ��! !����� ����!����� ���!���)� ���
���!������ �!������X

i

�i A
X
j

�j < cx� ub�

�������� ������������� D���! ���! !�!�
��� ��� =� ����� ��������> �������� ������( ���%

�� �������� �!������ ����8: ����-���� P��� �����%
�!� �����"!��)�!� �����!� �����( =������������� ���(%
������(>  !�!�� ������!� ����-���)��  �!��� � �!���%
�����) �����!�)��� �.��� �!���(  !�!��� �� ����������8%
: �*�!�����%��!������ ���(������( =������������� ���%
��(>  !�!�� ���������� � ��� �!�����! ��� �8��*� �����!�)%
��*� �.��� /��(  !�!���

�� ��!:!��) � ����( ���� ���(��������� �  ���! !%
��)����� �� ������ ���� �.!�  !�!�� =	�&>5=	�F> �������%�%
������ �� ���������� �  �����!�)��� �.��� �����!�
�!�- � �����!�)�� �.�� ���(������(  !�!�� =G> ��� ���!%
�!����!� ��! �.�����) ���+  !�!�� H�� �� ����� ����%
���) ���*�( ���� �.���  !�!�� 1�� ! ������ ����	���

��
�������%����� � ��� � � /��� ��+����( �������%���� �����%
�� �! ��!�) ������

���� ������������ ���"��	�#�����

� ��������� ��- ����!��� !�*�����! /��*� ����! ���%
���!*!���� ��� �����) ���� �! - �!�!� ,���! �������%�!���"�
� �� - �!��  /����!��� �����! ��!��� ��� �=i>� i <
&� � � � � m� �!� � ��-�� �����!��� �!��� ������ �! ����+ �����%
"�� =������+>�


> �!�!�) � ���(������ ���������( �������%�!���"��
&> P��� �������%�!���"! ����� ��������!� ���
zi� � 
� i < &� � � � � m� �� �I�P3 =�������
�����!�)�� �.��>�

FF



	> ����!�) ���:�8 ������ r ; zr� � 
� r � &�
F> P��� fj j zrj � 
� j � &g 
< �� �� ����!�)

���:�( �����" s;

z�s
jzrsj < min

�
z�j
jzrj j j zrj � 
� j � &

�
�

��!� �I�P3 = !�!�! ��! �.��!>�
7> �����! ��!�) �������%�!���"�� ����-��) �=r> ;< s

� ��(�� �! .!* &�

����������
&� G��! !��)���� ��*�� ��� ���(�����!� �����������) ����%

���%�!���"� � � ��)�!�  �����! ��!��� �! .!* 7 ��+�!��%
���� ��-� ���) �������� !�!��*���� ����� �!� ����������)
�!� ���! !��)���� ��+�!���� �����( ������������ � ����!
�����*� �������%����!� D!��� ���! ��� ��� � ������ ����%
���%���� ��� "��!��!�����( ����� ����� ���������+
�! ����� �� � ���(������� ������%���� 9 ���(������ ����%
�����+ �! ����� 3�) � ����+ ����!�+ ���! � �! - 9 �!(��
����� � ���(������ ���������( �! ���

	� P��� �! .!* F ��� zrj � 
� j < &� � � � � n� �� /�� � �!�!��
���  !�!�! ��! �.��! ����� ������������ �*�!�����(� �
�!��� ��� r%( ����� �������%�!���"� ����������� ��!��%
�� ������ =	�	��>

nX
j��

zrjxj < zr��

� ������*� ��� x � 
 ����� zr� � 
� C ���*�( �������� ��%
*�!��� ��!���� �����! ���:( ������ zr� � 
� H�� ��! �����%
����!:�+ ���*� ��!�����! ������)����8� �� ���������� �
������ =	�	��> �����"!��)��+ �.��(� ��� � ������������
�*�!�����(  !�!�� =	�&>5=	�F>�

F� �� ������ ��������� .!*! 
 �� � ���� ��������) ��%
:�+ �"����� ! �*�!������� ��! !��� �! ��� ����!�� ��*�!

F7



������ � �!+�-���� ���(������ ���������*� �! ��! �.!���
����!����� �������

!> �������-��� ��� ������� �.��)  !�!�� 1�
minfcx j Ax � b� x � 
g � �����"!��)��� ������� c� C ����%
:)8 ������ ���������)��+ ������+ y < =y�� � � � � ym>T  !%
�!�! ��-� ���) �����! ��!�! � �!��������8 ,����
minfcx j Ax A y < b� x � 
� y � 
g� I������� �! ��� ���! �%
�!���( ��������� m �����"!�� �!���"� ?A� I @ ������ �*�!%
�����( ����(  !�!��� ������� ���(������ ���������� � ��%
�!"�� ���(������*� �������%����! ��-�� �!���!�) � ����%
���%�!���"� �


 c 


b A I

�
�

�> ��-� ���-��)�� �!�!� ����!"��� ��*�! ���� ��������
�����!�)��*� �.���  !�!�� =	�&>5=	�F> � ���������8:*� ���%
�� � ���(������ ���������*� �! ��! B �� +���� �� �������)
�����!�)�� �.��  !�!�� � � ������� ��!���� �!�����
b� ������ �*�!�����( =	�	>� ������� ����)� ��� ��� � �%
����(  !�!�� �! �� B ������� �!�- ���(������ ����������
� ��-� ���) �����) ��!� � �!���� �!�!�)��*� ��� �.���
 !�!�� ���(������� �������%�������

�> ����� �����) ��!���( � ����! !> ��� �������� ���(%
������ ���������( �������%�!���"�� ��-� ���) �!�������!%
�� �! ����!"��� ��*�! � �*�!�������  !�!�� 1�� ��� ������(
� ����! ������!� ���(������ ��������!� �������%�!���"!�
���!���8��� ���� �*�!������� H�! �� ��-����) �����) ����
��� �.���  !�!� "���������*� ���(��*� ���*�!������!���
����!�� ������� =� �� ��� �������� ��) ���� ���� �� %
->�

7� �� ������ ��������� ���(������*� �������%!�*�����!
��*�� ���)� ,!�������� �������� � ���������� ����!��!%
�� �� ����! ��!���� ���!��� �!� �� ������� � ���������
�����*� �������%����!� � �!�������� ��� ���(�����!�  !�!%
�! =G> �����-���!� �� !�*����� ����� ��� �8��� ��������

F'



��!��� �����! ���:*� /����!� I����� ��� /���� ��� � ���%
�! �����-����(  !�!�� =G> � �!-��( ���(������ ���������(
�������%�!���" /����� z�j ��� ������ j ��! ����+ ��%
����+ ���-�� ���) ����-���)����� ��� jfj j z�j � 
� j �
&gj < n�m�

� ����! ����-����(  !�!�� ��������) ���(������*� ����%
���%����! ��-� ���) ������!  ! ��� �����) ��!��� �+ -
��������� ��� � � ����! �����*� �������%����!� � �!��������
 ! ��� �������*� !�!��*! ��!���! Q�/��! ���  ! ��� ������%
*�!,�����( ���"�����

FM



�����  � 	�!� ����������� �������������"

� �!���� �! �� �!���!����!8���  !�!�� �����! /�������!
���� ���)��( ,���"�� �! ���-��� ����� ����������8:�+ ��%
��� �*�!�����(� �� ��� �!��) � ������+  !�!8��� ����(%
���� ,���"����� Q���� ������� ���+����� ������� ���!�)%
��*� /�������!� ������ ����8��� �������� ��:( ����� ��%
�!�)��+ /���������� G��  !�!� �������*� ���*�!������!���
����� ���! !�� ���+����� � ����!����� ������� *���!�)��*�
/�������!�

D���� ���!�)��+ /��������� �������! ��� �������!���
������ !"�����+  !�!� �!� � ����������� ����!� �!� � ���
 !�!� �����! /�������! � ,���"���!�)��+ ������!����!+� ��
�*�!������� ������������  !�!�!��� #������ /�������! ���
 !�!� � �*�!�������� ����� ������� � ����:)8 ����� G�%
����"��*�%���8���!� ��� ���! !��)���! ������( ���!�������
/����!��� ������ � ����� �������+ ���-���� ��!�%
�� � ��-�� /��( ����� �!�� � ����+ �!�!*�!,!+ �!����:*�
�! ��!�

!��  ������ �����������

� ����� /�����!�)��+  !�!� ,���!���!�)��8 ���) �*�!%
8� ����� ����������� I������ ����-!�� /��+ ���� ���%
����� � ����� ��� ��� ���+ �������+ ���-��� X � Y ����%
-�!��� ��:�����!�� *������������� �!��(� ��� ���-���� X
�!+������ � ����� � ����������!����� ��������+ /��( *���%
��������)8� ! ���-���� Y 9 � ���*��� � /��� ����! *�������
��� �!��!� *�����������) ������ /�� ���-���! ���* �� ���%
*!�
 ������ !�� .�	�� X 4 �������� �
���	���� x� 
� X� 5����
	�'�	����� ��	�� � � 
 � 
�
������ ������ a � Rn ������ ���

ha� xi � ha� x�i � � =F�&>

�� �	�( x � X�

F6



��	�
��������� �� )�� ���� ���)��8 ����� x� � X � �!�%
������� ���-����

X � < X � fx � Rn j kx� x�k � kx� � x�kg�

H�� ���-���� ������ =�!� �!� ��� ����-�� x�>�  !������ �
�*�!������ ��/���� �������!� ,���"�� f=x> < kx � x�k ��%
���*!� �! �� ���*� �������!� G��*��� ����!��� ��:�����
����! z � X � � X �!�!�� ��� � ������� x � X � �����

kx� x�k � kz � x�k�

�������� ��� /�� ��!������ ���!������ � ��� ���� x � ���%
-���! X n X �� �!� �!� ��� ��+ �� ��������8 ���-���! X �

���
kx� x�k � kx� � x�k � kz � x�k�

����) x 5 ������!� ����! � ���-���! X� D�*�! ��� �8���

 � ?
� &@ ����! y < 
x A =& � 
>z ����!��-�� X �� �!� ��
���!������ ��.�

ky � x�k� � kz � x�k��

H�� ��!������ ��-�� �����!�) �!�;

kz � x�k� � k
=x� z> A z � x�k� <

< 
�kx� zk� A 	
hx� z� z � x�iA kz � x�k��
D�*�! ��� �8��*� 
 � ?
� &@ ���!������ ������.��


�kx� zk� A 	
hx� z� z � x�i � 
�

H�� �� ��-�� ��.)� ��� hx� z� z � x�i � 
� ����-�� a < x� � z
=���� &> � � < kak�� �� ������8 x� 
� X� ��/���� a 
< 
� D!� �!�
ha� x�zi � 
� �� ha� xiAha� x��zi�ha� x�i � 
 � ha� xi � ha� x�i���
D���! ���! !�!�

FN



0��� &� D���! x� ���)�� �����! �� ���-���! X

#��!�������( ,!�� �! ��!8� ���)��( ���������)8 �����%
��*� ���-���! X �� � ����!��-!:( *�  !���!��8 �����
x�� D���� ���������) ���!-!� *���������8 ���) ��!��%
���! =F�&>� ������ ���! ��!�� ��� ��-�� �!� ������� *���%
��������)� ��� ����! x� � ���-���� X ��!-���� �-!:��� ��
�! �� ������� �� �� � ���)�!� ���������) � �!�!�� ���
�!������� �-�� ����!�� ���-���! X � �����( x� ���). �%
������*� ����-���)��*� ����!�

P��� ����! x� �!+������ �! *�!��" �������*� ���-���! X�
��  ��) � ���)�� ������) �� X� � /��� ����! ��-�� ������%
��) *�����������)� ���+���:�8 �� x� �!�� ��� �� ���-����
X ��!-��� �� ���� ������� �� ��! !���( *������������� H��
����-��� �������!��� �! ���� ��� ��� �������*� ���-���!
X ���!������ �!������ intX < intX � � ���� /��*�� ��� ����!
x� 9 *�!����!� ��� ���-���! X � �� x� � ��-� ���) ������%
�( �����( ��� ���-���! X�

 ������ !�� .�	�� X 4 �������� �
���	���� x� 
� X� 5����
	�'�	����� 
�
������ ������ a � Rn ������ ��� ha� xi � ha� x�i
�� �	�( x � X�

��	�
��������� ���!-� ��!�!�!� ��� ��� �8��*� �������%
*� ���-���! X ���� ���8���; intX � X � ����) z � intX �
D�*�! ��:����� �������� ������ ������*� �!+������ ����! z�

FO



! ��.��� �������! a�� � � � � an�� ����!��-!� ���-���� intX �
����� ����������� �!�������( �� ����� z �� *�!�( ������%
�!� �!� ,���"�( �������!� *� ��.��� �!(���� � � 
� �!��� ���
� ���� ����-��� ��.�� � ����!+ ���������( B=ak � �> �
�������� � 4��+���4����� z  ! ����� 4��:���*�4�������!�
� �!-��( � ��! !���+ ���������( ��-� ���) ����!�! ����!
bk� ����!��-!:!� ���-���� X� ������)�� ak � X� � ���� ��%
��������� ���-���� X ����-�� ��) ������� � ��.��!�� �
����!+ bk �� �����!��)��� ����� z� D!��� ���! �� �� ���! !���
��� intX � X �

�� ������8 x� 
� X� C����!��)��� x� 
� intX � �!-�!�
���������) ����� x� ����-�� ������ � ����!��-!:� ���-%
���� X � ��/���� �!(���� �������!��)����) ���� fxkg �!�!��
��� xk 	 x� � xk 
� X� � ����� & ����!�� ��� ��� �!-��*�
k �!(���� ������( ����� ak �!��(� ��� hak� xi � hak� xki ���
�8��*� x � X� Q �*�!������ ��:����� ��-�� ����!�)� ���
��� ��+ k ���!������ kakk < &� � ����� �(�.��!��! ��%
���� ��� ��:����� ����������!��)����) faklg� �+���:!��� �
��������� ������ a� kak < &� D!� �!� hakl � xi � hakl � xkli ���
��+ x � X� �� ��� l 	 � � ���� ������� ha� xi � ha� x�i ���
��+ x � X� D���! ���! !�!�

 ������ !�! .�	�� X � Y 4 �������� �
���	���� 
� �����
'�� ��'�( �����! 5���� 	�'�	����� 
�
������ ������ a � Rn

������ ��� ha� xi � ha� yi �� �	�( x � X � y � Y�

��	�
��������� 0!�������� ���-���� Z < X�Y ���� ���!
z < x � y� *� x � X � y � Y� 1*�� ���! !�)� ��� ��� ��������
�� ������8 ����� � ���-��� X � Y �� ��:�+ ����� H��
 �!���� ��� ���-���� Z � ����-�� ����� 
� ��/���� � ����
����� F�	 ����� 
 ��-�� ������) �� ���-���! Z� �� ��)
�!(���� ������( ����� a �!��(� ���

ha� zi � ha� 
i < 
 ��� ��+ z � Z�

7




� �������� ���-���! Z �����!�

ha� xi � ha� yi ��� ��+ x � X � y � Y�

D���! ���! !�!�

 ������ !�' .�	�� X� Y 4 ��������  ���
���� �
���	����
����	���
�� ������( ��	���� �
���	��� X ����
���
�! 5����
	�'�	����� ��	�� � � 
 � 
�
������ ������ a � Rn ������ ���
ha� xi � ha� yi � � �� �	�( x � X � y � Y�

��	�
��������� �!� � � ������:( ����� �!��������
������� ���-���� Z < X � Y� ���!-�� ��� ���  !�������
G(������)��� ����) zk < xk � yk 	 z� ��� k 	 �� *� xk �
X� yk � Y� #������� ��� z� � Z� D!� �!� ���-���� X 5 ���%
�!��� �� ��-�� ����!�)� ��� xk 	 x� ��� k	 �� �� �����!��)%
��� yk 	 y� < x��z� ��� k	�� I��8�!� ������)�� ���-���!X
� Y  !������ � ����! x� ����!��-�� ������� ! y� 5 ������� � 
��+� ������ ��� z� ����!��-�� Z� D!��� ���! ��� ���-����
Z ����-�� ���� ����)�� ������ �� ��) �������  !��������
������)�� ���-���! X � Y � ��8� ��:�+ ����� �� �������
 !������ ���-���� Z � ����-�� ����� D�*�! �� ���� F�&

0��� 	� ���-���! X � Y ���)�� ������ ���* �� ���*!
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�!(����� ������( ����� a � ����� � � 
 �!��� ���

ha� zi � ha� 
i � � < ��
��� �8��*� z � Z ��� ha� xi � ha� yi � � ��� ��+ x � X � y � Y

=���� 	>� D���! ���! !�!�

C���8:�( ����� =���� F> ���! ��!�� ��� ��� ���-���!
X � Y ��*�!������ �� ���)�� �����8:( *������������ ��%
-� � ��:�����!�)� ! ���-���� Z < X � Y ��-� ��! !�)��
��������� ����) X < fx � R� j x� � &�x�� x� � 
g� Y < fx �
R� j x� < 
g� � /��� ����! Z < fx � R� j x� � 
g � �����!�
*�����������) �����������

0��� F� ����������

!�� 0�"4	��� 	��4��

I����8 ���) � ����� /�����!�)��+  !�!� ��� �!����� �*�!%
�����( �*�!8� ������� ���-���! ��"�!�)��*� ���! 9 ��%
����� ������� ��- ���������� �������� � ������� ���(%
���! �������+ ��������
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&"��������� !�� #�
�	�� 
� �����	 �
���	��� K� 	�����
��'�� ���	�� 	 ����� 	���� ������ x �	� ����� 
x ��� 
 � 
�

P��� �!�� ���-���� �������� *� �! ��!8� �������� ����%
���� ���  !������ 5  !������� �������� ������ �������
������� �������� �� ������!����� Rn� �!� � �8�� ������%
���!������ ������� �������� I������� ��� �����!�� ����8���
���-���! fx � Rn j Ax � 
g � fy � Rn j y < Ax� x � 
g� �� /��
������ ����8��� ��������� �  !�������� ���-���!���

&"��������� !�� 6
���	��� K� < fa � Rn j ha� xi � 
� �x �
Kg 
� ���� 	�����

�� � �
���	��� K!

0��� 7� C����-��� ������

1*�� �������)� ��� ���-����K� ������� ������� ��� �8��*�
���-���! K� ��/���� � �!�)�(.� K� ���� �! ��!�) �����%
-���� �������� I������� ��� ����� K� ������� ��������
� !������ �� ��*�� ���!�!� /��� ���(����� ��+���� ���-%
���� ��� �� =���� 7>�
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����� !�� .�	�� K ���� ����
�� ��
�	! 5���� K� 4  ���
��
��� ��
�	!

��	�
��������� 0!�������� �+���:�8�� �������!��)����)
fakg� ak � K�� ����) ����� a ������� ������ /��( �������!%
��)������ D�*�! � ��!����� hak� xi � 
 ��� �8��+ k � x � K

� ����������� ��!�����*� ���� ����� ����� ��!������
ha� xi � 
 ��� x � K� 1��! ���! !�!�

����� !�� .�	�� K ���� ����
�� ��
�	! 5���� K� < =K>��

��	�
��������� ���8��� =K>� � K� ������������ ��%
��� � �������� �����-���*� �����!� I��!��� ���8���
K� � =K>�� �!� � � ��� F�&� ����� � ����������� ��!���%
��*� ���� ������ 1��! ���! !�!�

����� !�! .�	�� K ���� ����
�� ��
�	! �	�� �� ������ x �
K �����
��	 
�����
	��� ha� xi � const� �� a � K��

��	�
��������� �������-��� ��� a 
� K�� D�*�! ��� ���%
����*� x� � K ���-�� ��������)�� ��!������ ha� x�i � 
� � 
�������� �����! �����!�� ��� ha� 
x�i � 
 ��� �8��*� 
 � 

� ha� 
x�i 	 �� ��� 
 	 A�� ������)�� �� ������8 ����
ha� xi � const ��� ��+ x � K� �� �����!� ����������� 1��!
���! !�!�

����� !�'.�	�� K ���� ����
�� �������� ��
�	! 5���� K�� <
K�

��	�
��������� 1*�� �������)� ��� �8�!� ����! � K

����!��-�� K��� G(������)��� �� )�� ���� ���)��8 �����
x � K� �� �������8 �����-���*� �����! =K>� ��� �8��(
����� a � =K>� ���!������ ha� xi � 
� �� /�� � � �!�!�� ��� x

����-���� � ����� K
��
� I��8�! � ���� F�	 ����!�� ��� x
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����!��-�� K���
���!-� ���)� ��� ���!��+ ���+ ����� ���� ����!��-!%

:�+ K� ����� K�� ����-!�) � ��-�� G�������� ��� ��:����%
� x� � K�� n K� ������)�� ���-���� K ������� �  !�������
�� �� ���� F�& �!(����� ����� a 
< 
 � ����� � � 
 �!��� ���
ha� xi � ha� x�i � � ��� �8��+ x � K� D�*�! ��� �����! a < �a
������� ha� xi � const ��� x � K� I��8�!� � ���� ���� F�F�
����!� a � K

�
< K�� C����!��)��� ��� x� �!� ����� �����!

K�� ���-�� ���������� ��!������ ha� x�i � 
� D!� �!� �����K
 !����� ��  �!���� ���8�!� ����� 
� ��� ���!*!� x < 
� �������
ha� x�i � �� � 
� ����������� 1��! ���! !�!�

����� !�) �	�� K� � K� 4 �������� ��
�	�� �� K� A K� 4
�������� ��
�	 � =K� AK�>

� < K�
� �K�

� �

��	�
��������� ���������) �����! K� A K� �*�� �����
� �������(�

���!-�� ��� ���������� ���8��� =K� AK�>
� � K�

� �K�
� �

����) a � =K� AK�>
�� H��  �!���� ���

ha� x� A x�i � 
 ��� �8��+ x� � K�� x� � K��

0!�������� �!�� ���� =
x�� x�> � =x�� 
x�>� D�*�! ��� 
	 
 � 
������:*� ��!�����! �������

ha� x�i � 
� ha� x�i � 
 ��� ��+ x� � K�� x� � K��

�� � a � K�
� �K�

� �
���!-� ���!��� ���8���� ����) a � K�

� �K�
� � D�*�! ���

�8��+ x� � K�� x� � K� �������� ��!�����!

ha� x�i � 
� ha� x�i � 
�

C��!���!� �+� ������� ha� x� A x�i � 
� C����!��)��� a ���%
�!��-�� ������ =K� AK�>

�� 1��! ���! !�!�
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����� !�, �	�� K� � K� 4 ��������  ���
���� ��
�	�� ��
=K� �K�>

� < K�
� AK�

� �

��	�
��������� 0!�������� ����� =K� �K�>
�� � ���� ����

F�7 �  !��������� K� � K� �� ����!�!� � ������� =K��
� �K��

� >��
�� ��� F�' /��� ����� �����!��� � ��� ==K�

� AK�
�>
�>�� �!��%

�"� ������� ���� F�7� ������� ������ �!������� 1��!
���! !�!�

C���8:!� ����! ��� ����������  �!��� � ����%
����� � �!�)�(.� ��� ���! !��)��� ���+�����+ ������(
/�������!� I�! ������ ������ ������� ������� ������%
�+ ������� � ��:�����!��8 ������!�)��*� �.��� �������%
*� ���(��*� ��!����� ��� ������� � �����-���+ ��������

 ������ !�) =G�����"��*� 5 ���8���!> .�	�� K�� � � � � Km 4

���	��� �������� ��
�	�!
/! �	��

Tm
i��Ki < �� �� 	�'�	����� ������� ai � K�

i � 
� �	�
���
�� 
��� � �����������'�� ����
	���

a� A ���A am < 
� =F�	>

)! �	�� 	�'�	����� ������� ai � K�
i � 
� �	� ���
�� 
��� �

�����������'�� ����
	��� �0!)�� ��

K� � intK� � ��� � intKm < ��

��	�
��������� G��!-� ����8 �!��) ������ 0!����%
���� ������!����� =Rn>m� /����!�� ������*� ����8��� ����%
�� ���! =x�� � � � � xm>� *� xi � Rn� �� �������8 ��!�����*�
���� ����� ������� ���

h=a�� ���� am>� =x�� ���� xm>i < ha�� x�iA ���A ham� xmi�

����)
�
K< K� � ����Km�

�
P< f=

mz �� �
x� ���� x>jx � Rng�
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���-����
�
P ������� ��!*��!�)8 ������!����! =Rn>m� I����%

��� ��� ���-���!
�
K�

�
P 9 ������� ������ � =Rn>m �

�
K � �

P< ��
� ���� ����� F�F ��:����8� ������ a�� � � � � am � Rn� � ��
�!��� ���8� �!��� ���

ha�� xiA ���A ham� xi � ha�� x�iA ���A ham� xmi

��� ��+ x � Rn � xi � Ki� i < &� � � � � m�2������� x�� � � � � xi��� xi���
� � � � xm ������� hai� xii � const ��� xi � Ki� � ���� ���� F�F /��
� �!�!�� ��� ai � K�

i � C ���*�( �������� �������� ���

ha� A ���A am� xi � const ��� x � Rn�

H�� ��!������ �� ��-�� ��.) � ��� ����!� ��*�!

a� A ���A am < 
�

��� � �����!���) ���! !�)�

G��!-� �����8 �!��) ������ �������-��� ��� ��:%
����� �����

�
x� K� � intK� � ��� � intKm� D�*�! ha�A ��� Aam�

�
x

i < 
 � � ���� �������� ai �������� ��!�����! hai��xi � 


��� i < &� � � � � m� I��8�! ������ ��� hai��xi < 
 ��� i < &� � � � � m�

�� ������8 � �� ai �!��� ���8� �����!��)��� �� ��!(�( ��
��! � ��+ � ������ C����!��)��� +��� �� ���� � ��+ �-��
� ����� � �����-���+ ������� K�

� � � � � � K
�
m� Q �*�!������

��:����� ��-�� ����!�)� ��� /�� ����� a�� D�*�! ha�� xi � 


��� ��+ x � K� � ha���xi < 
� D!� �!�
�
x� intK�� �� �������

���(��( ,���"�� ha�� �i� � �!���( ��-������� ���8� �����*!%
��� �� �������( ���� K�� �������� ����������� D���!
���! !�!�

!�! 5��$6������ 4������ 7	�����4��

� /��� �!�!*�!, ���������� ���+����� ������ ������%
�! ,���"�� f=x> �! �������� ���-��� ���������+ �.��(
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Q� ������ ������� ������� ������*� �!���! ������-���
������!����! Rn� ���!��+ ���*�+ ���������)��+ �*�!�����(
�! ,���"�8 f=x> � ���-���� Q � �!��!���!���� ��/����
���+����� ������� � ������� ��� ��)� ��� �� ���!(��
��:�( +!�!���� I��!��� ��� �!����� ���������)��+ �����%
��-��(� �! *� ����� ��!��� ��������) ��� ����-!��)��
�!��!��� ���+�����+ ������( �������! ��� ���*�+ ��!����  !%
�!� � ����(���� �*�!�������� � ��� ��!����� � �!������

����) G � Rn� x� x� � Rn� x 
< 
�

&"��������� !�! +����� x 4 �
����

�� 
�������
�� �� �
��
��	��� G � ����� x�� �	�� 	�'�	����� ������� ����	��

�	�� Vx ������� x � ��	�� � � 
 ������ ��� ��� �	�( x� � Vx �
�� � =
� �> ����� x� A ��x� ���
������� G�

��+��� � �������� �����! � �������� F�F� �*�� ���!%
 !�) ����8:� ���(���!�

�������� !�� �	�� ������ x " �
����

�� 
�������
�� ��
�
���	��� G � ����� x� � Vx " ������� ����	�
�	�� ����
���� x � ��������
� 0!0� ��

/� $� ������ 
 � 
 ������ 
x ����	 �
����

�� 
�����
���
��� �� �
���	��� G � ����� x��

)� -���� ������ x� � ����	�
�	�� Vx ����	 �
����

��

�������
��� �� �
���	��� G � ����� x��

0� 6
���	��� intG 
� ��	��!

�������� !�� �	�� Vx " �������� �������� �
���	���� ��
K� < f
x� j 
 � 
� x� � Vxg " �������� �������� ��
�	! �	��
x� � K�� �� ������ x� " �
����

�� 
�������
�� �� �
����
	��� G � ����� x��

�������� !�! �	�� ������ x " �
����

�� 
�������
�� ��
�
���	��� G � ����� x�� �� 	�'�	����� �������� �������
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�� ��
�	 K� 	������'�� x� � ����	�
�	�� 
�� B=
� �> ������
��� x� AK � B=
� �> � G�

�������� !�' .�	�� K " �������� �������� ��
�	� 	�����
��'�� ������ x� � B=
� �> " ����	�
�	�� 
��! �	�� x� AK �
B=
� �> � G� �� ������ x " �
����

�� 
�������
�� �� �
��
��	��� G � ����� x��

0��� '� ����� x 9 ������� �!��!���� ��� G � ����� x�

D!��� ���! ��� x 9 ������� �!��!���� ��� ���-���!
G � ����� x� ��*�! � ���)�� ��*�!� ��*�! ��:����� �������(
�������( ����� K� ����-!:�( ����� x� � ���������) ���� V
�!��� ��� x� AK � V � G =���� '>�

&"��������� !�' +����� x 4 �������
�� 
�������
�� �� �
��
��	��� G � ����� x�� �	�� �� ����� ����	�
�	�� Vx �����
x � ��	�� � � 
 
�����	 x� � Vx � �� � �
������� =
� �> ������
��� x� A ��x� � G�

�������� !�) �	�� ������ x " �������
�� 
�������
�� ��
�
���	��� G � ����� x�� ��

/� �� ������ 
 � 
 ������ 
x ����� �������
�� 
��������

�� �� �
���	��� G � ����� x��
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)� �� ������ ��������� ��
�	� K� 	������'��� ����� x� �
����� ����	�
�	�� 
�� V� 	���� ����� �
���	��� x� AK � V
�	�� ����� � �
���	��� G�

�������� !�, �	�� �� ������ ��������� ��
�	� K� 	�������
'��� ����� x� � ����� ����	�
�	�� 
�� V� 	���� ����� �
��
��	��� x� AK � V �	�� ����� � �
���	��� G� �� ������ x
" �������
�� 
�������
�� �� �
���	��� G � ����� x��

�������� !�- �	�� ������ x " �
����

�� 
�������
�� ��
�
���	��� G � ����� x�� �� x ����� ����	 � �������
��

�������
��� �� �
���	��� G � ����� x��

0��� M� ����� x 9 ����)�� �!��!���� ��� G � ����� x��

� ���(��� F�' � F�M ������ ��� ����� x 9 ����)�� �!%
��!���� ��� ���-���! G � ����� x� ��*�! � ���)�� ��*�!�
��*�! ��� �8��*� �������*� �����! K� ����-!:*� ����� x� �
�8��( ���������� ���� V� ���� ���� ���-���! x�AK�V ��)
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���� � ������� �����) ���� ����8: ���-���� ������ fi j
�� � �i=x> � 
g� *� �9����-���)�� ������ G��*��� ����!���
/�� ���-���� ������ �*�!�����(  !�!�� =7�M>%=7�N>� ������ �
���� x �������8��� �!� �!�����! � �������)8 �� � � 
�

����) �� � 
 � x� � Q 5 ������� �!�!�)�� ������-���
G�������� ��� � ����� k� ������-�� xk � Q � �k � 
�����
���-���! ������

Jk < J=xk � �k> < fi j ��k � �i=x
k> � 
g�

Jk� < fi j �i=x
k> < 
g�

0!�������� ����8:�8  !�!�� ���(��*� ���*�!������!���;

�k < min � =7�&N>

hc� pi � � =7�&O>

h��j=xk>� pi � �� ��� ��+ j � Jk � =7�	
>

j plkmid � &� ��� ��+ l < &� � � � � n� =7�	&>

I�� �!��� /��  !�!�� P =xk � Jk>� ������ ����!�� ����(
���!"�� ����! �� ��-��+ �!��!����(� ����) =pk� �k> 9 ����%
�!�)�� �.��  !�!�� P =xk � Jk>� 0!�������� ��� ����!�;

&> P��� �k � ��k � �� ���!*!� �k�� < �k �

	> P��� ��k � �k � 
� �� ���!*!� �k�� < �k�	�

F> P��� �k < 
� �� �!(�� �.�� =pk� �k>  !�!�� P =xk � Jk� >�
��� �k < 
 ����� xk ��*�!��� ������8 �����!�)����� �������
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�����!�)��� �.���  !�!�� =7�M>%=7�N>� P��� - �k � 
� ��
���!*!�

�k�� < �k�	� p
k < pk�

�!� �- ������!���) ��.� � ����! �k < 
 ��) � ����%
-�!�)� ��� ����� pk ������� �!��!����� �����!� ��/�����
�.��  !�!�� P =xk � Jk� >� �! �����!��� ����� 7�7 ��-�� �"���)
�����!�)�� ��� �� ���: ������-�� xk � P��� �k � 
� �� �
�!���� �!��!����� �����! �����!��� ����� pk �

G���! .!*! 	k ��������� �� ����8:( �+�� ����) 	ki 5
�!���).�( ����-���)��( ����) ��!����� �i=x

k A 	 pk> < 
�
D�*�! ���!*!� 	k < mini 	ki �

xk�� < xk A 	k p
k � Jk�� < J=xk��� �k��>�

 ������ '�) .�	�� �i=x> 4 ������� �������� ��
����� ������

�
� �	����� 1������� � �
���	��� Q ����
���
�! 5����
/� ��	����������
�	�� ff=xk>g 	(����	 � ������
�
f� < minx�Q f=x>� �� �	�� f=xk> < hc� xki 	 f� ��� k 	�B
)� ���� �������
� ����� x� ��	����������
�	�� fxkg �	��
����� ��
����� ��
���� f=x> 
� �
���	��� ����	����( ���
%�
�� Q�

��	�
��������� �� ��������8 �������!��)����) ff=xk>g
��� �!��!8:!� �� � ���� �*�!��������� ���-���! Q� ��:%
����� ���� Uf < limk f=xk> �

f=xk>� f=xk��> 	 
 ��� k 	 �� =7�		>

������! �k �! �!-��� .!* ���� ������ �����!�� ���� ���!%
��� � � ����(� ���!-�� ��� � < limk�� �k < 
� �������%
-�� ��������� �� ��) � � 
� D�*�! �!(���� K� �!��� ���
�k < � � �k � �� ��� ��+ k � K�� G��*��� ����!��� �!��%
�!� � ����! K� � !�*����� ��*�! �!�� ���� ����( ����!(
�k < �� ����� �������8 �+���:�8�� ����������!��)����)
fxki � pkig 	 =x�� p�>� D!�!� ����������!��)����) ��:����� �

6O



���� �*�!��������� ���-���! Q � ������� ���������� =7�	&>�
����)

J� < J=x�� �> < fj j �� � �j=x
�> � 
g�

D�*�! ��� �������� K� � K� ��� ��+ ki � K� ���!������
�� < ��ki � �j=x

ki> � 
 ��� j � J�� H�� � �!�!�� ��� J� � Jki

��� ����!����� ���).�+ ki� C����!��)���

hc� pkii � �ki � ���

h��j=xki>� pkii � �ki � ��� ��� j � J��

D�*�! � ����������� ,���"�( ��j=x> ����� h��j=x�>� p�i � ��
��� j � J�� C ���*�( �������� �j=x

�> � �� ��� j 
� J�� I��8�!
����!�� ��� ��:����� 	� � 
 �!��� ��� �j=x

� A 	� p�> � 

��� ��+ j� C ����� ����������� ,���"�( �j /�� � �!�!�� ���
�j=x

ki A 	� pki> � 
 ��� ����!����� ���).�+ ki � ��+ j� D!���
���! ��� ���8�! ������ ��� 	ki � 	�� D�*�! f=xki>� f=xki��> <
�	kihc� pkii � 	�� � 
� ��� ����������� =7�		>� C����!��)���
� < 
�

���!-�� ��� Uf < f�� ����) t� � t� � ��� � ti � ��� 5 ���%
�! �+ ���!"�(� ��*�! �����+���� ������� ������� �k� � 
��!����� ��ti � �ti � 
 ������ ��� limti�� �ti < 
� ��-��
����!�)� ��� xti 	 x�� ����) Uf < f=x�> � f�� D�*�! � �������
�����!�)����� ������ ��� ��:����8� p�� �� � 
 �!��� ���

hc� p�i � ���

h��j=x�>� p�i � ��� ��� j � J�� < fi j �i=x
�> < 
g�

C ���*�( �������� �!(���� � � 
 ; �j=x
�> � �� ��� ��+ j 
�

J�� � � ��������( ��,,��"�������� ,���"�( �j=x> ������
��� �!(���� ���� K �!��(� ��� ��� ��+ ti � K

hc� p�i � ���	� =7�	F>

h��j=xti>� p�i � ���	� ��� ��+ j � J�� � =7�	7>

N




�j=x
ti> � ��� ��� ��+ j 
� J�� � =7�	'>

���� ��*�� � �+�������� � 
 �������!��)����� f�kg �����
��!������ �� � ��ti ��� ����!����� ���).�+ ti� � �����%
�*� ��!�����! � ��!�����! =7�	'> ��� J ti � J�� ��� ��+ ti
���).�+ �������*�K� � K� I��8�!� � ����� ��!����� =7�	F>�
=7�	7> � �����! p�� �����!�

hc� p�i � ���	�

h��j=xti>� p�i � ���	� ��� ��+ j � J ti �

kp�l k � &� ��� ��+ l < &� � � � � n�

D!��� ���! ���

�ti � ���	 � 
�

��� �8��*� ti � K�� ��� ����������� �+�������� �������!��)%
����� f�tig � ���8� C����!��)���

Uf < f=x�> < f� < min
x�Q

f=x>�

������)�� f=xk> � f=xk��>� �� ��� �8��( ����)��( ����� x

�������!��)����� fxkg ��� ���� �!������

f=x> < f=x�>�

D���! ���! !�!�

'�' 3���� ����.��6 .4�	%��

������ ����! �� ��-��+ �!��!����( ��:����8� ��� �%
���� �����! �������*� /�������!� I���� � ��+ ������� ����
.��!,��+ ,���"�(� I�����!� ��� ����!  !��8�!��� � ���%
��� ��+����(  !�!��

N&



f=x>	 min
x�Q

=7�	M>

Q < fx � Rn j �i=x> � 
� i < &� ���� mg =7�	6>

� �������!��)�����  !�!� ������ !"��

Fk=x>	 min
x�Rn

� k < &� 	� � � � =7�	N>

*� Fk=x> 9 ������!� ������*!��)�!� ,���"��� �����!� ���%
���!��� �!�� ����� � ������ ����! k ��! �!�� �����!�!�) ��
��+����( ,���"�� f=x> �! ���-��� Q � ������ �� �!��!�! �!
���-��� Rn nQ� Q�����( ���� ,���"�� Fk=x> �� Q ��������
� ����� ��� ��� ���).�+ k ��-��� *�!�) /��( ,���"�� �! Rn

���� �����*!�)�� � ����!+� ��� ��+ � ���-���� Q� � �.��
 !�!�� =7�	N> ���� ������-!�)�� ��� ��������+ �������+ �
�.��8 ��+����(  !�!�� =7�	M>%=7�	6>� ��� /��� ����� ����!%
����� ���).�( ���� ��� � ����� ,���"�( Fk=x>� H�� �� �����
������!�) �!���� ������( ��� ������ �����( ,���"�� Fk=x>
� �������) ��� ������ ����� � �������( ������ !"���

&"��������� '�� :�
��� Pk=x> 
� �����	 %����
�� ��
�
����� �
���	��� Q� �	�� Pk=x> � 
 �� ����( k < &� 	� � � � �
x � Rn �

lim
k��

Pk=x> <

�

� �	�� x � Q
A�� �	�� x �� Q�

� /��*� �������� ������ ��� ��� ���).�+ ����!+ k  !
�!��.�� ������� x � Q ���+������ ������� ���).�( .��!,�
� �� ���� �!� ��� x � Q /��� .��!, �������� � ���8 � ������
k =���� &
>�

N	



0��� &
� V��!,�� ,���"��

G�� �8��*� ���-���!Q ��-�� ��! !�) ����) �*���� ���*� .��!,%
��+ ,���"�(� ����) ?a@� < max=
� a> �

g=x> <
mX
i��

?�i=x>@��

D��) ���-���� ���������+ �.��( �����!���� � ���

Q < fx � Rn j g=x> � 
g�

� .��!,���� ,���"���� ����8���� �!������ ����8:�;

kg=x>� kg=x>�� ekg�x��k� =& A g=x>>k � &�

����) .��!,�!� ,���"�� Pk=x> �- ����!�!� ����-��

Fk=x> < f=x> A Pk=x>� k < &� 	� � � �

� ���� ����!�)� ���

inf
x�Rn

Fk=x> � ��� ��� ��+ k < &� 	� � � � =7�	O>

D�*�! ��� �!-��*� k ��-�� ����!�!�)�� �!(�� �.��  !�!%
�� =7�	N> � �������) �������!��)����) �����!�)��+ �.��(�

NF



� ��-!���8� ��-��� *�!�) � =7�	O> ��-� �����*!�)�� � ���
��+ k� ��/����  !�!����� �������!��)����)8 �=k> �!��(� ���
�=k> � 
� k < &� 	� � � � � �=k> 	 
 ��� k 	 � � � ����:)8 �!��*�%
���� ����! � �������( ������ !"�� �!(�� ����� xk � k < &� 	� � � �
� ����������8:� ������8

F �
k < inf

x�Rn
Fk=x> � Fk=x

k> � F �
k A �=k>� =7�F
>

G��*��� ����!��� ����� �����*� �.��� x� ���� ���!�) ���%
���-��� �.�� xk � ��*�.����)8� � �����+���:( �=k>�
I������ ���� ����: *������ xk ��-� � � ����!��-!�) Q�
G!�)�(. � ��-�� �- �  !����� �� ��*�� �!��� ����� �%
����� ���� �!(��! ����! xk� ��/���� �� �*�!������� �����%
��-��� � ��:�����!��� �!��*� ����! � ��(�� � ������%
�!��8 �+�������� ����! .��!,��+ ,���"�(�

����) .��!,�� ,���"�� Pk=x>  !�!8��� � ����:)8 ������%
*!��)��+ ,���"�( Wk=g> �!�����!�� Pk=x> < Wk=g=x>> � ,���%
"�� Wk=g> �!����� ���
a> Wk=g> ������� � �������� ��� ��+ k < &� 	� � � � B
b> Wk=g> ����-���)��� ��������� �� �!��!8� �� g �
lim
k��

Wk=g> < A� ��� g � 
B

c> Wk=g> �+������ � 
 �!������� ��� k	 � � ���!��� g � 
�
D�*�! ����8:!� ����! �!� ����!����� ������� �+��������
����! .��!,��+ ,���"�(�

 ������ '�, .�	�� ��
���� f� g ��������
� � 
�������
� 
�
Rn� infx�Rn f=x> � ��� %����
�� ��
���� ������������
�	����� a� b� c� � ��	����������
�	�� fxkg ���������	 	��
��
�%�
��� �7!0?�! 5����
/� lim

k��
f=xk> � f� < inf

x�Q
f=x> � lim

k��
g=xk> � 
B

)� �	�� x� ���
������� �
���	��� Limfxkg �������
�( �����
��	����������
�	�� fxkg� �� x� � Q � f=x�> < f�B
0� �	�� �
���	��� Q�� < fx � Rn j g=x> � ��g ����
���
� ��

N7




��������� �� � 
 � �� lim
k��

f=xk> < f� �

�=xk� Q> < inf
x�Q

kxk � xk 	 
 ��� k	��

��	�
��������� &> �� �������8 f� ��:����� �������!%
��)����) fymg� ym � Q� ��� ������( f=ym> 	 f� ��� m 	 ��
D�*�! ��� �8��*� � � 
 �!(����� ����! m�� k� �!��� ���

f=ym> � f� A �� �=k> � �

��� m � m�� k � k�� #�����!� g=ym> � 
 � ������ c>� ��-��
����!�)� ���

Pk=y
m> < Wk=g=y

m>> � �

��� m � m�� k � k�� � /��+ ��!����� � ������( ����� ���

f=xk> � Fk=x
k> � F �

k A �=k> �

� Fk=y
m> A � < f=ym> A Pk=y

m> A � � f� A F��

C����!��)��� lim
k��

f=xk> � f��

L!����� ��� ��� k � k� ���!������ ��!������

Wk=g=x
k>> < Fk=x

k>� f=xk> � f� A F� � inf
x�Rn

f=x> ���

���!-�� ��� ���8�! ����� ��!������ lim
k��

g=xk> � 
� ���%

����-��� ��� ���� ���!��� ��!������� D�*�! ��:����� ��%
�����!��)����) fxksg� ��� ������( g=xks> � 	 � 
 ��� ��+
s� ���).�+ �������*� s�� � ������� b> ��� 
 � Wks=	> �
Wks=g=x

ks>>	 A� ��� s	 �� �����������

	> ����) x� � Limfxkg� D�*�! ��:����� ����������!��)����)
fxksg �+���:!��� � x�� 2���"�� g=x> �������! �� �!� ���! !%
�� �!�� lim

k��
g=xk> � 
� ��/���� lim

s��
g=xks> < g=x�> � 
� C�%

���!��)��� x� � Q� � ������( ����� ��� f� � f=x�> <

N'



lim
s��

f=xks>� ! � �������� ��+�*� ����! ����� ���!���

��!������ lim
s��

f=xks> � lim
k��

f=xk> � f�� ��/���� f=x�> < f��

F> G��!-�� ��� � ���!�������*� ��!�����! lim
k��

g=xk> � 


����� �=xk� Q> 	 
 ��� k 	 �� �������-��� ��� ��:����%
� r � 
 �!��� ��� ��� �8��*� s � 
 �!(���� ���� ks � s� ���
������*� �=xks� Q> � r� 0!�������� ����������!��)����) fxksg�
� ������� lim

k��
g=xk> � 
 ������ ��� ��:����� ���� N� �!%

��(� ��� ��� �8��*� ks � N� ���!������ g=xks> � ��� D!� �!�
���-���� Q�� ����!����� �� � �*�!������ ��:����� ��-%
�� ����!�)� ��� ����������!��)����) fxksg �+������ � ����
x� � Q�� � � ����������� ,���"�� g=x> ������� g=x�> � 
 ��
�����!��)��� x� � Q� #�����!� ����!������) ���-���! Q� �
����:)8 ��!�����! ���*��)���! �*�� ���! !�)� ��� ��� �8%
��+ ���� x� � x�� ���!������ ��!������

j�=x�� Q>� �=x��� Q>j � kx� � x��k�

C����!��)��� ,���"�� �=x�Q> 9 �������!� D�*�!

�=xks � Q>	 �=x�� Q> ��� s	��

��/���� ���!������ ��!������ �=x�� Q> � r � 
� � �� - ����
��. ���� ���! !��� ��� x� � Q� �������� ����������� ��
���! !��� ��� � ��!�����! lim

k��
g=xk> � 
 ����� �=xk� Q>	 


��� k 	�� ��!��*����� ���! �� ��-�� ���! !�)� ��� � ��!%
�����! lim

k��
g=xk> � 
 ����� lim

k��
f=xk> < f�� D���! ���! !�!�
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8:�+ �*�!�����(� G����������� ����! ���-���( 1!*�!�%
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�����+ =��� ��> ��� !�� ������!�)  �!���� � �������*�
��������*� =�!��� ������*�> ���-���!� H�� �������� � ���%
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31� �!���!;

cx	 max ='�&>

Ax < b ='�	>

x � 
 ='�F>

xj 9 "��� j < &� � � � � n� ='�7>
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bhc� A
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� �� ���!� �!��+%����  !�������( � �!+�-���� �!�!�)��*�
���(������ ���������*� �! ��! ��� ����(  !�!��� ��� /��� �
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����) ��� �!���!����!��*� �! ��! B ���-���� ������ �%
�! ����+ ������+ ��) S� < f�=&>� � � � � �=l>g� l < n�mB ���-%
���� ������ �! ����+ ������+ 9 S < f&� � � � � ng n S�� ���%
��!���� "���( ,���"�� =��� �!�!��( ���������� x�> � �!%
 ����+ ������+ �� ��! ���� =�� ��:����� ��) ��� �
����� =	�&��>� =	�	��> � �! ��! 	> ����  !�����!�) ����8:��
���! ��;

xi < zi� A
lX

j��

zij=�x��j�>� i � S � f
g� ='�&	>

� /��� ��!������ ���!��� �!�- ��-������� ������.���
���! xi < xi ��� ��! ����+ ������+

xi < =�&>=�xi>� i � S�� ='�&F>

C������%�!���"! ���� �����!����) ����( �!���"� ��/,%
,�"����� zij ��!��+ �!��( ��!����( ������ ='�&	>5='�&F>�
� /��( �!���" ��������� ����� �!��� n A &� �� ����( �����
��� �!-��( ������(� ���8�!� � "���8 ,���"�8 x�� E����
�����"�� �!��� l A &� � ������+ 
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> �!�!�) � ����!�)��( �������%�!���"��
&> P��� �������%�!���"! ����� ��������!�

��� zi� � 
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�����!�)�� �.��>�
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> �!�!�) � ����!�)��( �������%�!���"�
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