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��� �������� �+���%
����� �
���!

kxk � x�k � Cqk�

*�
 C <
p

	=f=x�>� f=x�>>�l� q <
p
q�� ! �!�-
 �+�������) ����
%

���!�
�)����� fxkg � 
������
���( ����
 �������! x�� D
��
�!
���! !�!�

'�� 3���� 5
:����

�
�
(�
� � � ��-
��8 �
���! �����*� ������!� �����) �8:
%
*� �����
 �!����
 ���� �����
 ������ ���
��( ,���"�� f=x>�
H��� �
��� ����
��� ������ ����:
��
� �
���! �)8���! ���
�����!��� �
.
��� ����
�� ��!��
��( �=x> < 
� *�
 � ; Rn 	
Rn� �� )�
� ���
(��8 !��������!"�8 ,���"�� �=x> � ���
��%
����� ����� xk � �
�
��.�� ��!��
��
 � ��
��8:
� ���
;

�=x> < �=xk> A ��=xk>=x� xk> A o=kx� xkk> < 
�

I���!���!� ����
���( ��
� � /��� �! ��-
���� ������� ���
(%
��8 ����
�� ��!��
��( �������
�)�� ����*� ������-
��� xk���
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D!��� ���! ��� �
��� �)8���! �����!��� �
.
��� ����
�� ��!�%
�
��( ������!
��� ��
��8:
( ,������(;

xk�� < xk � =��=xk>>�� �=xk>�

0!�������� �
�
�) ����!(� ��*�! ,���"�� �=x> ����
��� *�!%
��
���� �
������( ,���"�� f=x>� 2�����! �
���! �)8���! ���
�
.
��� ��!��
��� f �=x> < 
 ��*����� �!�;

xk�� < xk � =f ��=xk>>�� f �=xk>�

� /��� ����!
 �
��� �)8���! ��-�� ���
���
�����!�) �!� ��%
��� ����� �������! ��!��!�����( !��������!"�� ,���"�� f=x>
� ���
������� ����� xk�

����� '�' .�	�� f " ������ 
�������
� �������
�������

��
���
! �	�� f " 	���
� �������
 ��
���
 	 ��
	��
��� l�
�� �����

��	
 	�����'�� 
�����
	���9

k?f ��=x>@��k � l���

��	�
����
����� ���) ���) �
��
��( � ��
��
�� ������� ��
%
��8:�
 ,������ ��� ���
���+ ����!:
��( ,���"�� f ;

f=xA y>� f=x> <

�Z
�

hf �=xA ty>� yidt < hf �=xA ��y>� yi <

< hf �=x>� yiA hf ��=xA ��y>y� yi�	�
*�
 
 � ��� �� � &� ������) �
��� ������
� ���)��( ����������

hf ��=xA ��y>y� yi�	 < f=xA y>� f=x>� hf �=x>� yi � lkyk��	�

L!�
��� y �! ty� �������;

hf ��=xA ��ty>ty� tyi � lktyk��
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C�
���!�
�)���

t�hf ��=xA ��ty>y� yi � t�lkyk��

���
��� �! t� � ����
���� t � ���8� ���
� ��
�)

hf ��=x>y� yi � lkyk��

����-�� y < =f ��=x>>��z �� �����) �� �
�!�
����� ��.�%Q���������*��
������� lk=f ��=x>>��zk � kzk ��� �8��*� z� H�� � �!�!
�� ���

k?f ��=x>@��k � l���

1
��! ���! !�!�

����) ����
���!�
�)����) fxkg �����
�! � ����:)8 �
���!
�)8���! � ����! x� 9 *���!�)��( ������� ,���"�� f � ��-
%
��
��8:!� �
��
�! ���!�!����!
� ������� ��!��!�����( �����%
��� �+�������� �
���!�

 ������ '�!.�	�� ������ 
�������
� �������
�������
 ��
��
��
 f 	���
� ������� �	 ��
	��
��� l � 
�� �����
 ���� ���
�

����������
�� �	����� -��%���

kf ��=x>� f ��=y>k � L kx� yk� ��
 ����( x� y � Rn�

� q < Lkf �=x�>k�	l� � &� 5���� xk 	 x� ��� k 	 � � �����
<����
� ����� ���������
�� 	����	�� 	(�����	��

kxk � x�k � =	l�L>q�
k

�

��	�
����
����� ������) �
��� ��
��8:
( ,������( ���
�%
��+ ����!:
��(;

g=xA y> < g=x> A hg�=x>� yiA
�Z
�

=g�=xA �y>� g�=x>>d��
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�����!��� ��
��� g ���� �����8 ,���"�� f �� ����
��� �
�!%
�
����� ��.�%Q���������*�� �������

kf �=xA y>� f �=x>� hf ��=x>� yik � Lkyk��	�

D�*�! ��� x < xk � y < �?f ��=xk>@��f �=xk> ��

�

kf �=xk��>k � =L�	>k?f ��=xk>@��k�kf �=xk>k��

����
��� �
��� 7�7� �������

kf �=xk��>k � =L�	l�>kf �=xk>k��

��
����� /�� �
�!�
����� �� k� ���+���� � �
�!�
�����

kf �=xk��>k � =	l��L> =Lkf �=x�>k�	l�� �z �
q

>
�k��

�

I��!
��� ���! !�)� ���

kf �=xk��>k � lkxk�� � x�k�

� ���
�
�
��� 7�& ���)��(%���������� ��

�

hf �=x>� f �=y>� x� yi � lkx� yk��

D�*�! ��� �����!����
 y < x�� x < xk��� ������!� �!�
�����
f �=x�> < 
� �������

lkxk�� � x�k� � hf �=xk��>� x�� xk��i �

� kf �=xk��>k kx� � xk��k�
�����! � ��
��
� ��
��
��
 �
�!�
������ D
��
�! ���! !�!�
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'�! 3���� ��
�����6 ��"��������

��
���!��
���( ��-
 !�*����� ��
��! �!�!
��� ��� �����! /��%
��
���! ��� �!����� �*�!���
��( ���)�� ���! �
�!�
����� 0!�%
�������  !�!��

min f=x> =7�M>

�i=x> � 
 i < &� ���� m� =7�6>

x � Rn� =7�N>

*�
 f=x>� �i=x> 5 *�!���
 �������
 ,���"��� ����� ��������
�)%
��
 �
�
�
���8 � �*�!���
��
� ��-�� ��
�!�) ,���"���!�  !�!%
�� ���
(���;

min y =7�O>

f=x> � y =7�&
>

�i=x> � 
 i < &� ���� m� =7�&&>

x � Rn� =7�&	>

��/���� �
 �*�!���
��� ��:����� ���
� ����!�)� ��� f=x> <
hc� xi� ����)� �!� � ��
-�
� Q < fx j �i=x> � 
� i < &� � � � � mg 9
���-
���� ���������+ �
.
��(  !�!�� =7�M>%=7�N>� J=x> < fi j
�i=x> < 
g� � �������
��� ������
 C�
(�
�!�

�
���
��( �
���� p �! ��
� �� ��-��� �!��!��
��
� ���
���-
���! Q � ����� x� 
��� �!(�
��� 	� � 
 �!��
� ��� ���
��
+ 	 � =
� 	�> ����! xA 	p ����!��
-�� Q�

�
���
��( �
���� p �! ��!
��� �!��!��
��
� �����! ��� ���%
-
���! Q � ����� x� 
��� p �� ��-��
 �!��!��
��
 � /��( �����
� hc� pi � 
�

G�� ,�������!���( ����� x � Q �!�������� ������*!�
�)%
��8  !�!�� ���
(��*� ���*�!������!���

�� < min � =7�&F>

hc� pi � � =7�&7>

h��i=x>� pi � � ��� ��
+ i � J=x>� =7�&'>

j pl j� &� ��� ��
+ l < &� � � � � n� =7�&M>
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#������ =7�&M> �! ��!8��� ��������� ����������� � ����%
��( =7�&M> � =7�&7> ��
��
�� ��� "
�
�!� ,���"�� =7�&F> �*�!���
%
�! ��� � �! ���-
���
 ���������+ �
.
��(� D�*�! � ����
���
�! �
.������ ���  !�!� ���
(��*� ���*�!������!��� ��
��
��
��� �!(�
��� +��� �� ���� �����!�)��
 �
.
��
 =p�� ��>  !�!��
=7�&F>%=7�&M>� ���
��
 �
.
��
 p < 
� � < 
 ����
��� ����������
�
.
��
� ������*!�
�)��(  !�!�� ��  �!���� �� � 
�

��
�����-��� ��� �� � 
� D�*�! hc� p�i � �� � 
 � h��i=x>� p�i �
�� � 
� i � J=x>� C�
���!�
�)��� p� 
< 
 � ��� �8��*� ���
�!
i � J=x> ��

�

�i=xA 	p�> < �i=xA 	p�>� �i=x> < h��i=x>� p�i	A

Ao=	> � 	=�� A o=	>�	> � 


��� ��
+ ����!����� �!��+ 	 � 
� P��� i 
� J=x>� �� 
��) �i=x> � 
�
�� � ���� �
��
�������� ,���"�� �i �
�!�
����� �i=xA	p�> � 

���
� ��������)�� ��� ��
+ ����!����� �!��+ 	 � 
� ��/����
�!(�
��� 	� � 
 �!��
� ��� x A 	p� � Q ��� ��
+ 	 � =
� 	�>� ��
��
���!�
�)��� �
���� p� ����
��� �� ��-��� �!��!��
��
� ���
���-
���! Q � ����� x� � �
�!�
����! =7�&7> �������� ��� p�

����
��� �!�-
 � �!��!��
��
� �����!� C�
���!�
�)���

f=xA 	p�>� f=x> < hc� p�i	 � ��	 � 
�

P��� �� < 
� �� �
�) � ���
�-�!�)� ��� p� ���
� �� ��-���
�!��!��
��
� ��� �!��!��
��
� �����! � ����
 x� �!����
�� ��%
-
� ��! !�)��� ��� hc� p�i < 
 ��� ��i=x> < 
 ��� �
������*� ���
�!
i � J=x>�

� ����!
 ��:
(  !�!�� �
���
(���*� ���*�!������!��� �
 
��������
�)��+ ������( ���! ���������� �!�
����� �� < 
 ����%

��� ��.) �
��+������ ������
� �������!� G��  !�!�� ��%
�����*� ���*�!������!��� =7�M>%=7�N> ��� ������
��� �������
C�
(�
�! ����
��

 �!�
����� ����
��� �!�-
 � ����!������ ����%
��
� �����!�)������
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 ������ '�' =����
��( �����!�)�����> .�	�� =p�� ��> �����
����
�� ��%�
�� �	����������
��  ����� ��
 x� � Q� 5����
�� < 
 � ��� � ������ � ��� 	������ ����� x� " ���������

�� ��%�
��  ����� �7!=���7!>�!

��	�
����
����� ���!-
� ����!�������)� ����) x� 9 ����%
�!�)��
 �
.
��
  !�!�� =7�M>%=7�N> � ��
�����-��� ��� �� � 
�
D�*�! p� 
< 
� 0!�������� �
���� x� A 	p� � ���
�
�  �!�
��

	 < 	� ��
��8:�� ���! ���

P��� i � J=x�>� �� h��i=x�>� p�i � 
� C�
���!�
�)��� �i=x
� A

	p�> � 
 ��� ��
+ 	 � =
� 	i> ��� ����!����� �!��*� 	i � 
�
P��� i 
� J=x�>� �� 
��) �i=x

�> � 
� �� � ���� �
��
���%
����� ,���"�� �i=x> �
�!�
����� �i=x

� A 	p�> � 
 ��+�!�����
��� ��
+ 	 � =
� 	i> ��� ����!����� �!��*� 	i � 
� ����-��
	� < mini�������mf	ig� D�*�! ��� �8��*� 	 � =
� 	�> �
���� x�A	p�

����
��� ���������� �
.
��
�  !�!�� =7�M>%=7�N>� � �������
hc� p�i � �� � 
 ������� f=x� A 	p�> � f=x�>� ��� 	 � =
� 	�>� ���
��������
��� �����!�)����� x��

G��!-
� �
��+�������)� ����) x� �
 ����
��� �����!�)���
�
.
��
�  !�!�� =7�M>%=7�N>� D�*�! ��:
����
� x � Q� ��� ����%
��*�

f=x>� f=x�> < hc� x� x�i � 
�

����) p < x � x�� D�*�! hc� pi � 
� P��� �i=x
�> < 
� �� 
��)

i � J=x�>� �� � ��
��8:
*� �
�!�
����! ��� *�!���+ �������+
,���"�(

�i=x> � �i=x
�> A h��i=x�>� x� x�i

�������
h��i=x�>� pi � 
� =7�&6>

� ������� C�
(�
�! ��
��
� ��:
�����!��
 �
����!
�
x� ��� ��%

����*� �i=
�
x> � 
� i < &� � � � � m� ����)

�
p<

�
x �x�� P��� i � J=x�>� ��

!�!��*���� =7�&6> ��

�

h��i=x�>�
�
pi � 
�
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���
�
� p� < p A 	
�
p � D�*�! ��� ����!����� �!��� 	 ���!�
�%

���� hc� p�i � 
 � h��i=x�>� p�i � 
 ��� i � J=x�>� I��8�! �
����
�%
���
��� ���
�!
�� ��� �� � 
� D
��
�! ���! !�!�

P��� � �
.
��� =p�� ��>  !�!�� =7�&F>%=7�&M> �
�����! �� � 

�!�! �� !����8���( �
�����
� �� /�� ��-
� ����
��� �  !�
��
%
��8 �������� �+�������� �
���! �� ��-��+ �!��!��
��(� E��%
�� � �
-!�) /��+ ��������
(� ��
��
� � �
���) ���-
���� ��%
�
��� J=x> � �*�!���
��� =7�&'>� I��.
� ���� � �!��+ ���+�%
���� � ������� �����) �
��� ��
��8:

 ���-
���� ���
��� fi j
�� � �i=x> � 
g� *�
 �9����-��
�)��
 ������ G��*��� ����!���
/�� ���-
���� ���
��� �*�!���
��(  !�!�� =7�M>%=7�N>� ������
 �
����
 x �������8��� �!� �!�
����! � �������)8 �� � � 
�

����) �� � 
 � x� � Q 5 �
������
 �!�!�)��
 ������-
��
�
G�������� ��� � �
���� k�
 ������-
��
 xk � Q � �k � 
���
�
�
���-
���! ���
���

Jk < J=xk � �k> < fi j ��k � �i=x
k> � 
g�

Jk� < fi j �i=x
k> < 
g�

0!�������� ��
��8:�8  !�!�� ���
(��*� ���*�!������!���;

�k < min � =7�&N>

hc� pi � � =7�&O>

h��j=xk>� pi � �� ��� ��
+ j � Jk � =7�	
>

j plkmid � &� ��� ��
+ l < &� � � � � n� =7�	&>

I�� �!��� /��  !�!�� P =xk � Jk>� ����
�
� ����!��
 ����(
��
�!"�� �
���! �� ��-��+ �!��!��
��(� ����) =pk� �k> 9 ����%
�!�)��
 �
.
��
  !�!�� P =xk � Jk>� 0!�������� ��� ����!�;

&> P��� �k � ��k � �� ���!*!
� �k�� < �k �

	> P��� ��k � �k � 
� �� ���!*!
� �k�� < �k�	�

F> P��� �k < 
� �� �!(�
� �
.
��
 =pk� �k>  !�!�� P =xk � Jk� >�
��� �k < 
 �
���� xk ��*�!��� ����
��8 �����!�)����� ����
���
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�����!�)��� �
.
��
�  !�!�� =7�M>%=7�N>� P��� -
 �k � 
� ��
���!*!
�

�k�� < �k�	� p
k < pk�

�!� �-
 ������!���) ��.
� � ����!
 �k < 
 �
�) � ���
�%
-�!�)� ��� �
���� pk ����
��� �!��!��
��
� �����!� ��/�����
�
.��  !�!�� P =xk � Jk� >� �! �����!��� �
��
�� 7�7 ��-�� �"
���)
�����!�)�� ��� �
� �
��:

 ������-
��
 xk � P��� �k � 
� �� �
�!�
���
 �!��!��
��� �����! �����!
��� �
���� pk �

G���! .!*! 	k ���
�
��
��� �� ��
��8:
( �+
�
� ����) 	ki 5
�!��
�).�( ����-��
�)��( ���
�) ��!��
��� �i=x

k A 	 pk> < 
�
D�*�! ���!*!
� 	k < mini 	ki �

xk�� < xk A 	k p
k � Jk�� < J=xk��� �k��>�

 ������ '�) .�	�� �i=x> 4 ������� �������� ��
����� ������

�
� �	����� 1������� � �
���	��� Q ����
���
�! 5����
/� ��	����������
�	�� ff=xk>g 	(����	
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